
例

E={A,B, C,D}

F=｛{A.BY， 化と.I DY

Def 13.1
集合システム（E、手）は以下の条件
(MI).(M2） を満たすとき
独立性システムと呼ばれる

(MI)： ∅ ∈手
(M2）: XE YかつYE手 なうば

1 ∈手 である

例

E= {A、B、C.DI

F = 0， {A,B｝、｛A｝、｛B34

、満たさない例
.

H、B、C.DS

の=｛4， {A.BR

✗={AI、Y={A.B｝ と すると

M2に反する

Def 13.1の 続き
手の要素は独立であると呼ばれる。

極大な独立集合は基と呼ばれる。

独立性シフイムとはマトロイドの条件
を弱めたもの

集会システム （E.手） とは

Eは有限集合

手は 2Eの部分集合

問題13.1 独立性システムに対する
最大化問題

インスタンス：独立性システム（E、手）

とコスト関数C:E→R

タスク： C(x)：=?((e）

が最大となるXE手を求める

例：取大重み森問題（6.2）（最掲）

連結な無向グラフGと重み関数
E(G)→Rが与えられて、Gの最大
重みの森を求める問題

ここでE=E(G） はGの辺集金。

手はGの森を形成する近集合の族。
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マトロイドの定義

Def 13.3

独立性システム（E.手） は以下の
条件 （M3） を満たすときマトロイド
と呼ばれる

M3）: X、YE手かつ IXI> IYI ならば

YU IKI∈手 となる KE XI Y
が存在する

最大重み森問題がマトロイド上の
最大化門題になっていることの証明

Prop. 13.4 (b)

Eがある無向グラフGの辺集合であり
Fi=そFEE: (V(G）、F） は森ら
のとき （E、手） はマトロイドになる

MI

(V(G)、∅）は森なので（MI）が成り立つ

MZ

✗ EY かつ Y∈手とする。 このとき

(V(G）、Y）が森であり閉路をもたない

ことから明らかに （V(G),X）も閉路を

もたず森。 よって （M2）が成り立つ。

M3

対偶を示す。 つまり X、Y ∈手とし

全ての KE XI' に対してYしてい ∉手

ならば IXI ≤IY1 を示す。 0
2○

① を仮定する。

まず、 と=そひ、WIについて ひとw

が（U(G）、Y）の同じ連結成分に含まれる

ことを示す。 kがX Yのえかどうか
で場合分に をする。
ル=そひ、WS EX LYの場合は

K=そひ、WIE XI Y

に対して、Yuh∉手なので

Yuル） は閉路を持つ。 よってたとW
は （U(G）、Y）の同じ連結成分に

含まれる。

で w

Y

ルの追加によって閉路ができた

K=？ひ、WIE Xn Y の場合は
明らかにでとW は （V(G）、Y） の同


じ連結成分に属する。

よって③が示された。

したがって （V(G)、X）の名連結成分
Z EV(G）に対しててのどの辺も
(V(G)、Y）の同じ連結成分に含まれる
ので、 Zの全て辺が（U(G）、Y）の
同じ連結成分に含まれることになって、
Zは（V(G）、Y）のその連結成分の

部分集合となる。

✗のある a
連結成分Z。

h

3

Rae4.3h.e}

{c.es,(d,eと

の全てがYの

ある連結成分W

に含まれる。

c ⇒ Z EW

もちろん Zが 1点のみからなる連結成分
でも （V(G）、Y） のいずれかの連結成分に

de

金珧
Zは V(G）のどれかなので

また（V(G),Y） のどの点も （V(G）、X）の

いずれかの連結成分に含まれる。

同じグラフ V(G）の頂点集合なので

したがって、森（U(G),X）の連結成分数p
は森（U(G）、Y）の連結成分数9以上である。
つまり

N Lal-IXI =p ≥ 9 = IU(G) 1-1YI
YI≥IXI

となる。

直感的には

✗の連結成分 と

Zi、 Zz...... Zp

Yの連結成分 を

Wi,Wz, ---- Wq
とすると、 ∀i、ヨj, Zi ≤ Wj

なので p≥q

準備 1/2

Th m 13.5
(E.手）を独之性システムとする。 このとき
火下の（M3），(M37、（M3"）は互いに等価
である。

(M3) X,YE手かつIXI DIY）ならば

YUKIE手となるとEX LY
が存在する

(M37 X,YE手かつIX)=IYけ1ならば
Yu？とと∈手となる とEX LY
が存在する

(M3"） 各 X≤Eに対して、Xのどの基も

元数は等しい

M3）⇒(M3） は明らか
(M3）⇒(M3） は IXI-Mのサイズに


関する帰納法
(M3）⇒(M3"）

背理法で示す。
あるX EEについて Xの基 X1,X2
であって 1X11 ≠ IX21であるようなものが
存在するとする。
一般性を失なわずに IXI1つIX）とできる。
このとき（M3）から ½v22｝∈手となる
KE X八½が存在する。Xzu2とと≤X
なのでこれは½が基、つまり極大な独と集合
である、という条件に反する。

M3） ⇒(M3)
X.,YEま かつ IX)>1 Y1とする。 M3"）より
Y は Xu Yの基となる ことはない。

よって Yu HE手となるような 。
CLE(Xu Y)Y=X Yが存在する。

> Xu Yの基の一つは X を含み

その基のサイズはIXI以上

準備 2/2
Def13.6
(E、手）を独え性システムとする。X≤Eに


対して 極小ランク関数p(X）をXに
含まれる基の最小元数、すなわち

p(x)：= min Il YI:YE X,YEすかっ
すべてのKE MYで
YU IK} ∉手 ら

と定義する。（E、手）のランク商を

9(E、手）：= min P(F)
FEE r(F）

と定義する. r(X）は Xのランク、すなわち
✗に含まれる基のこマイを数。

Prop13.7

(E、手）を独立性システムとする。すると

q(E、手）≤1 である。更に、（E、手）が

マトロイドであることとq(E、手）= 1

であることは等価である。

9(E、手） ≤） は 定義より。 q (E.の）二）
は（M3"）と等価。

貪欲法のちゃんとした定義

Aly. 13.1 取良選択グリーディ法

入力： 独立性オラクルで与えられる
独と性システム（E、手）と重み関数
c: E→R+

出力： 集合FEの

① _=Re..ez......en）をソートして

（le.）≥ Clez)≥.....≥ C(en） と並べる

② ∅ とする

③ For it to n do
- f Full i}EF then

F:=F。 IC it

とする

ンでオラクルを使う

今日の一番大事な定理

Thm 13.19 （オリジナルより弱くなっている）

(E、手） を独え性システムとする。C:E >R+

に対して、最大化1 題に対する最良選択
グリーデ法で求められた解のコストをG(E、手.C）

とし、最適解のコストをOPT(E、手、C）とする。
すると、すべてのC:E→R」 に対して

9(E、手）≤ GCE.手，c)
OPT LE、手，C）

が成立する。

証明

={ei,er.....,en｝、C：「っR」とし、Eは

ソートされて Cle.）≥ clerk.... ≥C(en） が

成立するとする。 Gnを最良選択グリーディ法で

求められた解とする。Onを最適解 とする。

=j:= {e、，ez.・・・・・.ej? (E。=∅)

Gj:= Gn n Ej (jog... n)

j: = On n Ej (j=0 ....n）

と宀義する。そして

dj.CC ej)- (le j ti) (j=1.....n-1）

（(en) (j=n）

とおく。

Oj∈手であるのでI Ojl≤r(Ej）である。

r(E)=max{Ml: I EE J,YES

なので

また、 GjはEjの基であるので I G)≥p(E

》 6 よくがEjの基でないとするとGjは独立

でない、または、極大でない。アルゴリズム

13.1より Gょは手の元であり独え。極大

でないとすると、あるKが存在し. Kk≤j

かつ ek∉Gjかつ Gju Red ∈手

だが、これは アルゴリズム13.1のi=k

のステップ に反する。

O

> p(Ej)=min?I Yl:YE X、YEすかっ
すべてのKE XYで
Yo {x}∉手と

つまり PLE j）は Ejに含まれる基の

最小元数。

したがって、2つの不等から

C(Gn)= Σj,（1Gil-I Gil)clej）

でI Gil dj
q(E、手）= min

FEE r(F）

I (ej EG)

o ej∉G)

ごP(E) dj
こわからず

こq(E、手）Σr(Ej)dj
j=1

≥q(E、手）で1Oil dj

=q(E.手）で（10：1-10jul)(le j)

= q(E.手）c(On)

つまり
（(Gn) ≥q (E.F)C(On)

9(E，年） ≤ C(Gn)
C(On)

= G(E.F.c)
OPT(E、手、C)

Th m 13.20 （弱くなっている）

独立性、テム（E、手）がマトロイド
であれば、最良選択グリーティ法が
全てのコスト関数C:E→R+に対して
(E.手、c）の最大化問題の最適解
を求める

郭題13.7より（EF）がマトロイドならば
GCE、手）=1 となる。 よって Th m13.19
より G(E、手.C)=OPT(E,F,C）。

最小全域木を計算するアルゴリズムとして

クラスカル法というものがある。

これはコストの小さいものから辺を足していって

木になったら終了する貪欲法。
これがなぜ正しくうごくのか知りたい。

マトロイドというものを使うと証明できる
らしい。しかも、マトロイドはかなり

般的な枠白みで、問題ガマトロイド

上の最大化問題になれば貪欲法が
適用できるらしい。というわけで証明を

追ってみました。

出展は0組合せ最適化
B.コルテ/J.フィーゲ

-原書6版。
著 丸善出版

、

最大重み森問題（6.1）

インスタンス：無向グラフGと重み関数

C:E(G)→R

タスク： Gの最大重みの森を求める

最小全点木問題（6.2）

インスタンス：イ...向グラフGと重み関数
C:E(G)→R

タスク： Gの最小重みの全点木を求めるか
Gが連結でないことを決定する

一

5

最小全点木問題は最大重み森問題に
変換できる。辺の重みの正負を逆転して

適切なバイアスを足せば良い。
○ 100-2

100-4
100- 1 100 - 3

100-1

100-6

100-5

「らは最大重み森問題が
マトロイド上の最大化問題であり
貪欲法でとけるという話をします。

功機

一

独立性システム

マトロイド

ここまでの議論で
•最小全点木に題は最大重み問題を

解けばよい
最大重み森問題はマトロイド上の
最大化問題である

•マトロイド上の最大化問題は
貪欲法で解ける

ことが分かった。よって
最小全点木問題は貪欲法で
解ける。
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重みが小さいもの

4 から足していくと

最小全域木になる

5
6

2

3

マトロイドの例

/

独立性システムであるがマトロイドでない例

手-334，3hi.3c4

ha.hi,∅4

X=3a.hi,Y=Ral

∅ とすると M3に反する

マトロイドの例②

手=Rai,hi
la.hi,∅4

Def13.2
(E、手）を独立性システムとする。

XE に対して Xのランクを
r(X)：=max?I YI:YE X,YE"

と定義する。

且
基ではない

a b

①

（

a b c

a
手：14.1a4.4.4

34，39,h}，

3h.ci.IC、a}

{a,b,c{｝

p(F)

jΣ= pr((_Ekjjr(Ejldj

> q(E、手） ¾r(Ej)dj


